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Im Folgenden sollen metrische Räume mit Hilfe einer gewissen
Klasse von Algebren funktionalanalytisch untersucht werden.
Hierbei spielt folgender Charakterisierungssatz metrisier-
barer Räume aus der allgemeinen Topologie ( siehe Kowalsky,
[6], 28.8 und 31.4) eine wichtige Rolle: I! Ein topolo-
gischer Raum ist genau dann metrisierbar, wenn er in das
abzählbare Produkt eines Sternraumes einbettbar ist.1I
1. Zwei Lemmata.
Die im Folgenden verwendet~ Symbolik schließt sich den in
eingeführten Bezeichnungen an. Für einen Limesraum
x sei C(X) die R-Algebra aller auf v11. definierten, stetigen
und reellwertigen Funktionen. Cc(X) sei die Algebra CeX)
versehen mit der von X auf C(X) induzierten stetigen Kon-
vergenz, d.h., der gröbsten Limitierung A auf C(X) mit
der Eigenschaft, daß die Evaluation w:CA(X~X --->R defi-
niert durch w(f,x) = fex) (f,x) E C(X)xX) stetig ist.
Für eine Unteralgebra A von C(X) , die im Folgenden stets
die konstanten Funktionen enth~lte, sei A c die mit der von
C (X) induzierten stetigen Konvergenz versehene Limesalgebra.c
AO sei die Algebra aller beschränkten Funktionen aus A.
Horn Ac sei die Menge aller stetigen Algebrenhomomorphismen
h:A c ---->R , für die h(l) = 1 gilt.Es ist Horn A C C (A )c " c
Mit
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Horn A 'werd~ der Raum Horn Ac c c versehen mit der von
C (A) induzierten stetigen Konvergenz bezeichnet.Sind Bc c
und B' Limesalgebren mit Einselementen und Horn B sowie
Horn BI nicht leer, so indu~iert: jeder stetige Algebrenhomo~
morphismus v:B --->BI eine stetige Abbildung
v*:Hom B' --->Horn B definiert durch v.r(h')(b) ::h'(v(b))c c
(h' c Horn B' , bEB) " Sind X und Y Limesräurne, so de-
finiert jede stetige Abbildung v':Y --->X einen stetigen
Algebrenhomornorphismus (Vl)~:t (X)c
ydurch (v')' (f)(y) = f(v'(y)) CfE
._->C (Y)
.c
C (X) , Y c Y .) . Eine Li-
mesalgebra A mit Einselement , die der Bedingung Horn'A i- (/)
genügt, besitzt die Gelfanddarstellung C (HornA) , die durchc c
die folgende universelle Eigenschaft charakterisiert ist:
Sei der stetige Algebrenhomomorphismus
definiert durch
d:A --->C (Horn'A)c c
0.(0.) (h) = h(a) ( a E A '.h £ Horn A: )
Dann gibt es zu jedem Limesraum Y und zu jedem stetigen
Algebrenhomomorphismus
Algebrenhomorphismus
u:A . >C (Y) genau einen stetigenc
.'V(u' y., : C (HornA) --->C (Y) der durchc c c'
eine stetige Abbildung u':Y --->Horn A induziert wird, derart,c
daß das. folgende Diagramm kommutiert:
A d >C (HornA)" c c
~~ I (u')~
~ ,J.
~iC (Y)c
1.1) Lemma: Sei X ein vollständig regu~ärer topologischer
Hausdorffraum. A C C(X) sei eine Unteralgebra, die die konstan-
ten Funktionen enthalte und die zudem die Eigen~.chaft bes~tze,
- 3 -
daß dicht in A c
phismen aus Horn A durch Punktevaluationen darstellbar.~------ c ------- ..-- ..-- ..-~----.----------
Beweis: Es gilt A0 C CO (X) . Sei A0 die abgeschlossene
von bezüglich der Supremumsnorm. Dann ist AO sowohl
eine Unteralgebra als auch ein Unterverband von Co(X) . Ein
Homomorphismus h' oaus Horn A ist auch uniform stetig. Erc
läßt sich zu einem verbandstreuen Homomorphismus h:Ao --->R
stetig bezüglich der Normtopologie fortsetzen. Es werde ange-
nommen, daß h nicht durch eine Punktevaluation induziert
wird. Dann gibt es zu x aus X
gilt:
stets f ausx
oA , so daß
f (x) = 1
x und h(f ) = 0x
Man beachte, daß AO uniform.dicht 1n AO ist~ d.h., daß es
zu 8 > o und zu f aus stets gaus Ao dprart 0'1' -bt- b,
daß
gilt.
suplf(x) - g(x)l< ö
xcX
Da die Funktionen f (x EX) stetig sind; gibt es zu 8 mitx
o < 8 < 1/4 und x aus X stets eine Umgebung U8x von x
derart, daß .suP If (y) - f (x)1 ~. 8/2
y cu J:' • X. X. i
uX
gilt. Aufgrund der zuvor erwähnten Approximationsm~glichkeit
läßt sich eine Funktion gaus AO mitx
1I fx - gx!1
finden. Hieraus folgt einerseits
< 0/2
sup I gx (y) - 11::;: 8
TU"ys J:'uX
Andererseits folgt aus der Stetigkeit des Homomorphismus h
bezüglich der Normtopologie von oA :
Ih(gx)1
~IIfx'-
= Ih ( g - f ) + h (f )1x.'x x
gxil.::; 1/4 .
= I ( , ,I • ii h" '\ f \1 .~h g - t )1':: i\ \\ \ - g \~I -x: ): I '. X X
Nun definiere man für 6
gezeigt, daß die Familie
mit 0< 0< 1/1.) und x aus X
Ig(y) - 11 ~ 0 h(g) ;;;.1/}~ },
ist D6x nicht leer. Es werde nun
t';\
r.;iJ : = { D 6x I 0< 6< 1/4 , X EX}
die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt. Seien
aus••• ,D6 x
n n
Bilde die Funktion:
. Definiere
D , •.•
°1x1
min { 0. I i = 1, ... , n} .
l
die in 1i.egt, da
n
f: = (\/fx.),A..1
1 l 0
ein die Algebra A umfassender
Verband ist. Die Funktion f hat, wie man aufgrund ihrer De-
finition und der Verbandstreue von h sofort nachrechnet, die
folgenden Eigenschaften:
(a)
(b ~.
sup If(y) - 1/ .~
y EU O. X.
l l
h(f) = 0
0./2
l
( ] = 1, ... ,n )
Wegen f s A0 läßt sich gaus A0 mit 1\ f-g!\::;,0 /2 finden.
Dann folgt nach soeben durchgeführter Schlußweise aus (a)
und (b) :
sup I g (y) - 11 ~
YE Uo . X.
l l
o .
l
( l = 1, ... ,n )
(b" ) I h(g)l::; 1/4
Folglich liegt g ln jeder der Mengen D . Die Familie0ixi I
("1" •
dJ beSl tzt demnach die endliche Durcl1schnittseigenschaft ,
ist also Subbasis eines Filters 8 auf AO, der nach Defi-
nition der stetigen Konvergenz gegen die Funktion 1 konver-
giert.
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Andererseits nimmt aber der Homomorphismus h auf keinem
Element der Fil ter'subbaßis :J) und somit auch auf keinem
Element der davon erzeugten Filterbasis einen Wert > 1/4
an. Es gilt also
lim sup h(O) ( 1/4
Andererseits müßte aus der Stetigkeit von h
lirnh(O) = 1
auf AOc
folgen. Hieraus resultiert ein Widerspruch. Folglich ist
genau dann stetig, wenn sichh I = h'
AO
ation darstellen läßt. Sei nun A
als Punktevalu-
wie in der Voraussetzung.
h' sei aus Hom A . Dann ist ~I aus Horn AO und dem~
c AO c
nach durch eine Punktevaluation darstellbar. Da nach Voraus-
setzung AO dicht in A ist und die h' I
c AO
Punktevaluation auf einer dichten Teilmenge von
darstellende
A mitc
h' übereinstimmt, müssen beide auf Ac aus Stetigkeits-
gründen übereinstimmen.
Als ein Korollar hierzu ergibt sich:
1.2) Korollar:_We~n zusätzlich zu den Voraussetzungen in (1.1)
A punkteseparierend oder gar topologieerzeugend ist, s_o_k_ca_n_n_
man X in natürlicher Weise mit 110m Ac identifizieren.
Die soeben bewiesenen Ergebnisse liefern für die Gel-
fanddarstellung einer Unteralgebra A von C(X) das folgen-
de Resultat:
1.3) Lemma: Seien X ein vollständig regulärer Raum und
A eine Unteralgebra von C(X) , für die gilt:
(i) A enthalte die konstanten Funktionen.
(ii) A erzeuge die Topologie von X .
(iii) AO ist dicht in Ac
~--.
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Dann ist C (X)c
Beweis: Nach (1.1) und (1.2) folgt wegen
A c
(i) - (iii)
Hom A = Xc
im Sinne der Isomorphie in der Kategorie der Mengen. Aus
der Stetigkeit der Einbettungsabbildung jA:Ac --,.>C (X)c
folgt bei Anwendung des Funktors Horn die Stetigkeit vonc
'j/j'A":Horn C (X)---->Horn A . Als vollständig regulärer Raumc c c c
ist X c-einbettbar. Demnach gilt in der Kategorie der
induzierte schwache To-Horn AcaufA
X = Horn C (X) . Ferner istc c
--->Horn A stetig,. ( Hierbei trägt Hom As c s cidH n: Horn Aom t-t c cc
die von der Algebra
Limesräume
pologie. ) Da A die Topologie von X induziert und da men-
gentheoretisch Hom A - Xc gilt, folgt in der Kategorie der
Limesräume Rom A = Xs c ~us dem Diagramm
id
folgt dann aber
X ---) Hom Ac c ---) Horn As c
X = Horn Ac c
--~> X
so daß
--~> Horn Ac c
C (HornA )c c c
die Gelfanddarstellung von Ac ist.
Bemerkung: Im Beweis zu (1.1) gehen Schlußweisen von
W. Feldman und F.T.M. Schroder eln.
2. Algebraische Besch!,(~ibungvon Sternräumen und deren
Produkten.
Im Folgenden sei J eine nichtleere Indexmenge. Mit I
werde das Einheitsintervall
kartesischen Produkt S(J)
[0,1] bezeichnet. Auf dem
= IxJ werde eine Äquivalenz-
relation ~ wie folgt definiert:
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Für (x.,m. )
l l
'\j
Q(J~)aus,u, ( l - 1,2) gelte
genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen er-
füllt ist:
(I) x1 = x = 0 mt und m') sind beliebig.2 <-
(lI) x1 = x2 und m1 = m2
S(J) rv2.1) Definition: Der- Quotientenr-aum = S (J) /rv wird
Sternr-aum genannt.
Ein Sternraum entsteht durch Verheften der- Nullpunkte elner
Familie von Einheitsintervallen. Seine Elemente sind von der
( m E: J) bestimmte Strahl des Sternraumes genannt.
wo 0 die Äquivalenzklasse der Paar-e der Form
E: J ) ist ) beziehungsweise (x,m)
I : = {O}u { (x,m) I 0 <x~ 1} wirdder-m
0< x~:. 1 ;
f'Vd wie folgt definiert:wird eine Pseudometrik
Die Menge
Form 0
(O,m) ( m
mE: J ) .
durch m
rv
Auf S(J)
( Ix x21 m1 = m2
d'( (x1,m1), (x2,m2)):=
) : 1
\- x" + x2 I m1 ן- m2J_
Diese Pseudometrik ist kompatibel mit der Äquivalenzrelation.
Sie definiert auf dem Sternraum S = S(J) elne Metrik d,
bezüglich der S vollständig ist. Im Folgenden sel S stets
durch die Metrik d topologisiert. Die Punkte der Form
(1,m) (m € J) wer-den ECKpunkte des Sternraumes genannt.
Für zwei verschiedene Punkte (1,m1) und (1,1112) gilt
d((1,m1),(1,m2)) = 2 . Hieraus folgt
Der Sternraum 8(J) ist genau dann kompakt, wenn die ihn de-
finier-ende Indexmenge J endlich ist.
Jede abgeschlossene 6-Umgebung des Punktes 0 enthält alle
Punkte der-Form (6,m) , wobei maus J beliebig ist. Für
zwei verschiedene Indizes m1 und m"c- aus J gilt dann
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d((6,m1),(6,m2)) = 26 . Hieraus erkennt man, daß notwendig für
die Lokalkompaktheit des Sternraumes S(J), die Endlichkeit
der Indexmenge J ist.
2.2~emerkung: Für einen Sternraum :3(J) sind die folgenden
drei Aussagen äquival~nt:
(a) S(J) ist kompa~t.
(b) S(J) ist lokalkompakt.
(c) Die Indexmenge J ist endlich.
Die von der Metrik d auf S induzierte Topologie läßt sich
wie folgt beschreiben:
Für elnen Punkt (x,m) aus S ((x,m) i 0) gibt es eine
Umgebungsbasis offener Mengen, die sämtlich in I liegen undm
mit einer Umgebungsbasis offener Mengen des Punktes x aus
I identisth sind. Eine Umgebungsbasis des Punktes 0 läßt
sich wie folgt beschreiben: Zu vorgegebenem 6> 0 sei U6
die Menge aller Punkte (x,m) ~ für die lxi< 6 gelte und
für die maus J beliebig ist. Die Familie {Ual 6> O}
bildet dann eine Basis offener Umgebungen von 0 .
Aus dieser Betrachtung folgt: Ist J ein unendliches
Indexsystem, so ist der Punkt, 0 ln S(J) der einzige Punkt,
der keine kompakte Umgebung besitzt. Hieraus folgt für die
vStone-Cech-Kompaktifizierung ßS von S: Die abgeschlosse-
ne Hülle von ßS'."S in ßS ist (ßS'"S)v {O}.
2.3) Definition und Eigenschaften der Algebra P .
Sei S = S(J) ein Sternraum. Man unterscheide die Fälle, in
denen J endlich beziehungsweise unendlich ist.
(a) Sei J von endlicher Kardinalzahl. Dann ist S = S(J)
kompakt. P (I)o sei die Algebra aller Polynome mit reellen
Koeffizienten - aufgefaßt als Funktionen auf I -, die in
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o verschwinden, d.h., d0ren konstanter Term 0 ist.
Man definiere:
= { g I g:SP (S)o
Das heißt: P (S)o
---> R , ms J ::c::7 g I c P (I )}10mm
besteht aus allen Funktionen auf S, die
in 0 verschwinden und deren Einschrti~kung auf jeden Strahl
des Sternraumes ein Polynom der oben genannten Art ist.
Die Polynomalgebra peS) des Sternraumes S werde definiert
durch pes) : = P (S) ~ Ro
Nach dem Satz von Stone-Weierstrass ist wegen der Kompaktheit
von S die Algebra peS) dicht in C (S) . ( Man beachte hier-c
bei, daß auf Funktionenalgebren über lokalkompakten topologi-
sehen Rtiumen die stetige Konvergenz mit der kompakt-offfenen
Topologie übereinstimmt.) peS) erzeugt ferner die Topologie
von S und besteht wegen der Kompaktheit von S nur aus be-.
schrtinkten Funktionen. peS) erfüllt also die Voraussetzun-
gen von (1.3) . Es gilt Horn P (S) - S . Ferner istc c
die Gelfanddarstellung von P (S) .'c
(b) Sei Sein Sternraum mit Indexmenge J, deren Kardinal-
zahl nicht endlich ist. M sei eine endliche Teilmenge von
J , mo sei aus M, Das Paar (M~) werde endliche Teilmen-,.0
ge von J mit ausgezeichnetem Element !Tlo genannt. Im Fol-
genden sei F(J) das System aller endlichen Teilmengen von
J mit ausge zei C' .n"-cen Elementen. Auf F(J) "I.'!er(,;eine
Ordnungsrelation Y wie folgt definj.ert:
Für (M~m) und (MI ,mI) aus F(J) gelte (M,m) 4" (Mi ,mI)o 0 0 0
genau dann, wenn eine der beiden folgenden Relationen erfüllt
ist:
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( a: )
(ß )
(M,m):: (MI,rn')
0' . 0
M'c M'{m} o
Mit der soeben definierten Ordnung bildet F(J) ein gerichte-
tes System.
FUr eine endliche Teilmenge M von J sei SM der kom-
pakte Sternteilraum von S, der durch die Indizes aus M de-
m
finiert wir~. Für (M,mo) aus F(J) sei SM
o identisch mit
SM ' wobei allerdings der durch
besonders ausgezeichnet sei. FUr
m definierte Str~hl Io mo
(M~m) aus F(J) werdeo
die Projektion
definiert durch: r (x,m) I m Co IV!m
ITMO(x,m) :: I
~-(x,mo) I m ~ M
m
ITMo(O) :: 0
m
Man verifiziert sofort~ daß TIM0 stetig ist und daß die Fami--
m
lie { TIM0 I nlj~m ) F(J)} die Topologie S induz,iert.t:: von0
in die Algebra
-->C(S)c
Man betrachte nun den Algebrenhomomorphismus
m m
(n fv'! o)~: C c ( S]\1o )
m
Er führt die Algebra P(SMo)
mP 0
M Uber. Man rechnet nun leicht nach,
daß die Algebren P~o,wo (M,mo) t:: F(J) ein aufsteigend ge-
richtetes System von Unteralgebren von C(S) bilden, so daß
P
m
P 0
M
\ )
\ .•...--...'
(r.1,m) t:: F(J)o
ist. Die Elemente der Algebra
P . -
eine Unteralgebra von C(S)
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sind stetigeFunkt~onen auf S, deren Ein~chränkungen auf die
Strahlen des Sternraumes Polynome sind, die auf fast allen Strah-
Sternraumes identisch sind. Da die Unteralgebren
m
die Topologien der Sternräume SMo und die Projektionen
m
--->SM 0 die rropologie von S'induzi.eren, folgt, daß
len des
m
P(SMo)
m
ITMo:s
P e1ne topologieinduzierende Unteralgebra von' C(S) ist. Da
m
alle Algebren PM
o nur beschränkte Funktionen enthalten, besteht
P nur aus beschränkten Funktionen . Nach einem Theorem von
eine dichte Unteralgebra vonw. Feldman
Nach (1.3)
[5J ist
besitzt
P
die Algebra P c die Algebra
C (S)c
C (S) alsc
Gelfanddarstellung.
Die Punkte eines Sternraumes k~nnen durch eine Familie von
Funktionen, die die Algebra P erzeugen, beschrieben werden.
Hierzu definiere man ffir maus J
(mI E J)
m :: ml
m i- m'
p (0) : :: 0m c
Falls J unendlich ist, adjungiere man zu J ein neues
/
/
Element CD , so daß man J ::: Ju {CD}
CD
erhält und definiere
(m I E J) p (x,ml)
CD
= x
p (0) :: 0
CD
Die Unterscheidung zwischen endlichem und unendlichem Indexbe-
reich ist notwendig, weil im Falle eines endlichen Syitems J
bei entsprechender Definition von p
l'J
gilt: P :: l: D"mI)) mE J
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und daher das Syst~m der Funktionen Pm und D alo',ebraisch"LJ t:
abh~ngig ist, was hingegen nicht der Fall ist, wenn J von
unendlicher Kardinalit~t ist.
Es gilt, wie man leicht nachrechnet:
(i) und sind aus P
(ii) (a) Wenn J endlich ist, so ist {Pm I m E J }A1} ein
minimales Erzeugendensystem der Algebra P
(b) vJenn 3 un~_Q_dlichLot, so ist { Pm I m E J} v {p
w
}\) {1}
ein minimal~£E~zeugendensystem der Algebra P .
Zwischen den Punktionen Pm ( m E 3 ) und PCll bestehen die
folgenden Relationen:
(iii) Für rn und m' aus J mit rn i m' gilt PmPm' = 0 .
(iv) Wenn J unendlich ist" so gilt für maus J:
= 0 <
2.L[) Untersuchung des Quotienten der Stone-6ech-Kompaktifizie-
!,ung ßS , deT_ßurch die Algebra P definiert wird.
Im Folgenden zeigt sich, daß die Algebra P einen in gewisser
Hinsicht minimalen Quotienten von ßS beschreibt, wobei das
Eizeugendensystem {Pml m E Jw} im Hinblick auf diese Kompak-
tifizierung minimal ist. Im vorliegenden Falle genügt es, nur
Sternr~ume mit unendlich vielen Strahlen zu betrachten.
Sei S = S(3) ein Sternraum. Far 0'\ m) undo (M 1 "m' )o
aus F(J) definiere man eine stetige Projektion
durch r (x,m) m c M'Im rnm' " )
( (x,rn) S1\1o) o oi" "'li' = 'IE 11nrvI' '. ,-' \l' j '-(x,rn) I rn'~ M'
0
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und
F(J) und der Definition der Abbil-Aufgrund
dungen
der Ordnung auf
m mTo 0
TIMMT folgt für (M m) . (IV]! mI) un d (M " m")'0:Je , 0 '0
aus P(J) mit stets
=
mTm" m mT
TI0 0" TI0 0M'M" lIiMT
Das bedeutet: Die kompakten Räume
stetigen, surjektiven Abbildungen
rn m"
TI 0 0
r.1M II
bilden
m mT
TI 0 0
MIv[ T
zusammen mit den
ein projektives
,
System kompakter Sternräume. Nach bekannten Sätzen aus der
allgemeinen Topologie existiert der projektives Limes dieses
System und ist ein kompakter Hausdorffraum. Sei
die Projektionen
=
m oproj SM .
(M,m )cP(J)o
(M,m ), aus F(J)oMan betrachte nun für
m
TI o'SM .
m
--->SlIi 0 • vJie man leicht nachrechnet, sind diese Pro-
jektionen mit den Abbildungen des projektiven Systems kompa-
tibel. Nach der universellen Charakterisierung des projektiven
m
Limes induzieren die Projektione~ TIM
O eine stetige Abbildung
TI:S--->3
2.4.1) Behauptung: TIist eine Einbettung von S ln den kompak-
ten Raum S , deren Bild dicht ~Ln S lieg~_.------
Beweis: TIist injektiv: Seien (xl,mi) J. (x2,m2) aus S .
Setze Jl1 = {m1,m2} falls m1 t- m2 gilt, sonst M = {mi}
Betrachte (M,m1) aus F(J) . Dann folgt
m1 m1TIM (x1,m1) = (x1,m1) f. (x2,m2)= TIM (x2,m2) ,
d.h., die Pro]'ektion rm1 trennt die Punkte (x1,m1) und< 'jVi
(x2,m2) . Nach der Definition bzw. Konstruktion des projektiven
. _~_ ..__'..••- ,i,. :..•...••.__ .••.!
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Limes trennt TI dann auch diese Punkte. Folglich ist TI in-
jektiv.
Es werde nun gezeigt, daß TI eln Homöomorphismus von S
in S ist. Hierzu genügt es, ein System F von stetigen
Funktionen auf S derart anzugeben~ daß die Familie
( (~m ) c F(J) )o die zum projek-für
I f c F } die Topologie von
mo--->SM
S erzeugt. Seien hier-
und zu dessen Limestiven System
Dann folgt für
Die Abbildungen S .
gehörenden Projektionen.
In Am
° °TIM := TIMon
stets
induzieren aber die Topologie von
m m Am
TIMo(s) = SMo = TIMo(S)F(J)aus
(M,m ) c F(J)om
TI 0
M
(M,m )
°
Da für
gilt, folgt nach Definition des projektiven Limes, daß
TI(S) dicht ln S ist. Im Folgenden werden TI(S) und S
stets miteinander identifiziert.
Der Raum S läßt sich nun.auch du~ch ~inen Raum be-
schreiben,der Sterngestalt besitzt:
Sei w der zu J 'adjungierte Index. Der zu definierende
Raum S' habe die Gestalt S' = S(Jv{w}), i.e. der Sternraum
S mit dem adjungierten Strahl
Die Funktionen ( m c J )
Iw
und werden wie folgt ln
natürlicher Weise auf S' fortgesetzt:
rx m = m'( m c J ) Pm(x,m' ) = ( m' c J )
"'-0 wI m i- m'
p (0) := 0m
p (x,mt) = xw
P u\ (0) = 0
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Diese Funktionen trennen die Punkte von S' . Demnach indu-
zieren sie eine vollständig reguläre Topologie auf S' . Da
ferner ihre Einschränkungen auf S - wie man leicht nach-
rechnet - die Topologie von S induzieren, folgt, daß S
versehen mit der Sternraumtopologie - ein Unterraum von S'
ist. Die soeben definierte Funktionenfamilie besitzt ferner
die Eigenschaft, auf jedem Strahl von S' die vom Einheits-
intervall I kommende Topologie zu induzieren.
2.4.2~ Behauptung: S' ist kompak~~ S ist dichter Unterraum
von SI
Beweis: Sei ((xo:,mo:» eine Moore--Smith-Folge in S'
(i) Es gebe eine Teilfolge (mß) von (mo:) , die konstant m
ist. Dann liegen die (xß,mß) = (xß,m) auf dem kompakten
Strahl Im und haben dort einen Häufungspunkt (x ,m) •, 0
Die Folge
(x ,m)o
((x ,m)) besitzt demnach auch den Häufungspunkt0: 0:
(ii) DiE, Folge ((x ,m») besitze eine Teilfolge0: 0:
derart, daß xß---> 0 gilt. Dao/ wie man sofort erkennt,
eine Nullumgebungsbasis in S' durch alle Mengen der Form
{ (x,m') I m' E Jw'x < O}, '6> 0 beschrieben wird~ folgt,
daß ((xß,mß)) gegen 0 konvergiert und somit ((xo:,mo:))
den Punkt 0 als Häufungspunkt besitzt.
(iii) Die Folge ((xo:,ma:)) besitze keine Teilfolge ((xß,mS))'
für die (mß) eine konstante Folge ist, bzw., die gegen 0
konvergiert. Die Folge (xa:) besitzt in [0,1] elnen Häufungs-
punkt x . Man betrachte nun den Punkto (x ,w) . Für mauso
J ist (Pm(xo:,mo:») aufgrund der Voraussetzungen eine Folge~
die 0 = p (x ,w) als Häufungspunkt besitzt. Andererseits
'm 0
besitzt die Folge die Zahl x = p (x w)- 0 .wo'
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als Häufungspunkt~ Aufgrund der Voraussetzungen über ((x,m ))0: (X
folgt hieraus aber, daß Häufungspunkt von ((x,m ))0: 0:
sein muß. Aus (i) - (iii) folgt, daß S' kompakt ist.
Die Dichtheit von S ln Q'u folgt einerseits aus der Einbettung
von S in S' und ander~rseits daraus, daß jeder Punkt (xsw)
aus Iw Häufungspunkt der Teilmenge {(x,m)! maus J belie-
big} von S ist.
2.4.3) Behauptun~i_e Räume Sund S' sind homöomorph .
Beweis: Definiere eine Abbildung '+':S' ----> Saufgrund
S mit Hilfe eines Systems
m
---> Sj\1° (M " mo)E:: F ( J) ),
der universellen Eigenschaften von
m
VGn stetigen Abbildungen '+'Mo;S'
das mit dem projektiven System kompatibel ist:
Für (M,m) aus F(J) sei
°
( (x,m')c Q'u )
m _ f.(x,m')
~IM°(~ m' )~ I
'-(x,m ) I
°
m' E: M
m' ~ M
m
'¥Mo(O): =: 0
Die Verträglichkeit der Abbildungen mit dem projektiven System
ist leicht zu verfi~ieren. Die Abbildungen sind steti~, denn
m
die Topologie von SMo wird von den Funktionen Pm (m E: M )
induziert,und es gilt
durch die---->S
m i m
°
m = m
°'+'.ce, ,• u
=
m
PO'+' °
111 M
r Pm
t
p (JJ
Mithin ist eine stetige Abbildung
ses System von Abbild1.mgen definiert. Beachtet man ferner"
m m
daß IJIMois 11IV[° gilt, folgt \fils 11 Da S sOl'fohl= so ' - .
- 1'7 .-
"'-
dicht in S' Wle in S ist und da TI eine Einbettung
ist, folgt notwendigerweise wegen der Kompaktheit der
Räume S und Si , daß ~ surjektiv sein muß.
m
Betrachtet man wiederum das Abbildungssystem {~ MOl (M,mo)E~(J)},
so verifiziert man ohne Schwierigkeiten, daß es die Punkte
von S' trennt und ~ folglich injektiv sein muß. Da
SI und S kompakt sowie ~ stetig und bijektiv sind,
folgt die Hom60morphie der beiden Räume.
Nach dem soeben Bewiesenen ist S' ein Quotient der
~ .
Stone-Cech-Kompaktifizierung BS von S. Das Funktionen-
system ist ein minimales System,
das S,' beschreibt.
Die Funktion p
w beschreibt im Wesentlichen die
Symmetrie des Sternraumes S. Die kompaktifizierung S'
besitzt nun die folgende charakteristische Eigenschaft:
2.4.}~)Behauptung.:_ FÜr jede KompaJ~tifizierung KS von S,
für die es eine stetige AbbiJdung Kp :KS ---> Iw
derart gibt, daß
kommutiert, folgt: S' ist ein Quotient von KS.
-1 .Beweis: Es gilt \) I<p (x) = KS. Man definiere nun
XEI W
durch
a: I<S
a(E;)
~----->S i
(s I
= \. (x ,(..J) I
SES
SEKp-l(x)\ S
W
Es ist nun zu zelgen, daß die Abbildung a stetig ist. Jede
Funktion (m E J) läßt sich stetig auf KS fortsetzen,
indem man
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Kp I = D und. ml S 1m rp I = 0 definiert., ml KS\S
Die Abbildung a ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen
p 0 a undm p caw m c J) stetig sind. Aus p 0 a = Kpm m
und p oa= Kp folgt die Stetigkeit von a. Da a nach Defini-w (0
tion den dichten Unterraum S von KS homöomorph auf den
dichten Unterraum S von S' abbildet, folgt, daß a sur-
j ekti v und folglich S' ein Quotient von K S ist.
2.5) Es können nun die Punkte eines Sternraumes S = S(J)
gekennzeichnet werden als die reellen Algebrenhomorphismen
h auf der Algebra Pr für die für maus J stets die
Relation O~ h(Pm)~ j erfüllt ist. Wenn für alle Indizes
maus J gilt: h(Pm) = 0 , so w~hle man 0 als den
reprMsentierenden Pun~t. Da die Familie c J}v{p }w
zusammen mit der Eins die Algebra P erzeugt, und aus
daß für gaus' P
g sein muß ( nach
= 0 auch h(p ) - 0 folgt, impliziert dies,. (;)
stets h(g) der konstante Term von
(2.3) (ii) ) , so daß h durch die
Evaluation im Punkte 0 dargestellt wird. Ist anderer-
seits für ein maus J die Relationo
erfüllt, so folgt aus (2.3) (iii) , daß
h(p > 0mo
für maus J
mit mim gelten muß: h(p ) = 0 Aus (2.3)(iv) folgto m
h(p ) = h(p ) . Man betrachte den Punkt (h(p ),m) .w m m 0o 0
Es ist leicht nachzurechnen, daß die Evaluation in diesem
Punkt den Homomorphismus darstellt. Da P überdies die
Topologie auf S induziert, I~ßt sich S beschreiben
als die Menge Hs(P) aller Homomorphismen h auf P,
die auf {Pm Im c J}'-.){pw} l'Jertezwischen 0 und 1
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annehmen, wobei Hs(P) mit der von P induzierten (schwa-
chen) Topologie versehen ist.
Es soll nun eine zu P isomorphe, abstrakte R-Algebra kon-
struiert werden, die ein wesentliches Hilfsmittel zur Be-
schreibung metrisierbarer Räume sein wird.
(I) Sei J endlich. Man betrachte die freie Algebra
und definiere e1nen Algebrenhomorphismus
T : R [X Im m Ef"1 --->P.I
durch Vorgabe der Bildwert~ von T auf dem Erzeugendensystem
der freien Algebra:
Jedes Polynom gaus
T(1) = 1 und T(Xm) = Pm (m E J ) .
m E J] ist in der Form
g = 03, •••• ,kI 2:
n1, ,nl
darstellbar.'lJwobei J = {mi' ...,mI} Dann ist
'l'g =
Für ein I-tupel
0, .... ,k n 111I ... I a p 1 Pmn1, ... ,nl n1... nl m1 . 1
(n1, ... ,nl) , für das n. und n. , ( i i- i' )1 1
mit n. ,n., i- 0 existieren; tritt im Term
1 1
ver-(2.3)(iii)nachSauf , der aufPm Pm
i i'
schwindet. Mithin verschwindet der ganze Term, so daß
der Faktor
nach Weglassen überflüssiger Indizes Tg von der folgenden
Form ist:
i' - 1, ... ,1 )
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Im. ,
l
= a +o
k
I
n= :1,
Dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn ao und die
a alle verschwinden. Da Tg = 0 äO,uivalent dazu ist,i'n .
daß die Einschränkung von Tg auf jeden Strahl von S ver-
schwindet, ist für Tg = 0 notwendig und hinreichend, daß
-, a. = 0ln (i = 1, ...,1; n = 1, ... ,1-,:) gilt. Das bedeu-
tet, daß Tg genau dann verschwinde~ Wenn jeder Term von g
X Xm. m.,
l l
.Wie manQ
enthält. Folglich( i f. i' )
erzeugte Ideal
x Xmi mi,
genau das von den Polynomen
l f. i' )
T
( i, i' = 1 '... ,1
ist der Kern von
einen Faktor der Form
sofort sieht, ist T surjektj¥,i so daß aufgrund des Homomor-
phiesatzes die Algebra P isomorph zu der Faktoralgebra
B : = RfX Il m
ist. Die kanonische Abbildung
m E J.1 /Q
R'l.X Im E: J],m --->B werde
mi t T , der durch '}' induzierte Isomorphismus B .~P
mit ~ bezeichnet.
(11) Für den Fall eines unendlichen Indexbereiches J
betrachte man die erweiterte Indexmenge J =w und
darüber die freie Algebra R 'L'-X ,I m' E: J' 1 . Nun definierem L,)'
man wiederum einen Homomorphismus T : R 1"'X Im' E: J 1 ---> P. m' w
durch T(1) = 1 und ( m' E: J)
w
Ein beliebiges Element
Form:
g =
gaus
o ~:... ,k
R [X !Im! E J,J ist von derm U.J
nl nl+1X Xml (,3
wobei m1, ... ,mI endlich viele Indizes aus J sind. Nach
Definition von T gilt:
__ ._.-.-..-... ~ •• _,~.. • ." ._ •.• _.~ ..••. > ••• _ •••• _ •• v .. '..•..•- s",-.. q
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'I.'g .-
Nach denselben überlegungen Wle ln (I) kann man aufgrund
von (2:3)(ii::i..) Tg a.uf-die folg'E:l1cl.e FOl"m reduzieren:
1 k ,1 1.. .k k
Tg I I I I n= a + n b n1 2 I n0 a.p + . p p cnPt,)i=1 n=1 H}m. i=1 n1,n2 .ln1n2 Ini W +l n=1
Bezeichnet man mit Q das Ideal
zeugt wir~ :80 folgt, daß jedes
den Polynomen der Form
Gestalt besitzt:
x ,X " (m m
in R[xm'lm' E Jwl, das von
m' ,m" E J , m' -f m" er-
W
gaus Rfx ,Im' E J1folgende.. m ül
g = I kI Ii=1 n=1
na. Xln m.
l
+
k
+ L c xE +n=1 n
ist, wobei gQ aus Q ist. Berücksichtigt man weiter die
Relation (2.3)(iv) , so erhält man als eine notwendige Bedingung
dafür,: daß g aus dem Kern von T ist
I k I 2k
0 Tg + I L n + I I ( I b. )pD += = a a. p0 i=1 n=1 ln m.' i=1 n=2 n1+n2=n ln1n2 mil
k
+ I nc pn=:J. n W
Wählt man Dun m aus J so, daß m t- m.
l
( i = 1, ... ,1 )
gilt .&lasmöglich ist, da J unendlich ist, so ist Tgl I = 0
m
Hieraus ergibt sich insbesondere a =c =O(n=:1" ... ,k)o n
Für g aus Kern(T) kann man also annehmen, daß gilt:
1 2k 1 2k
0 Tg L L n L I( I n= = a. p + b. )p =
i=l n=1 J.D In. _i=1 n=2 ,..,+11 -n ].n1n2 mil 1'1.1 2-
=
1
L a '1P +i=1 l mi
1
Li=1
2k
I
11:= 2
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(a. +l11 ,
wobei a. = 0l11 für 11= k+1 ,..., 2k und l=1, ...,1 gesetzt
wurde. Für festen I11dex m.
l
gilt 'dann:
o = TglI m.
l
= a . ..,p +
l J. m.
].
2k
I'
L
n=2
(a.'ln +
woraus ai1 = a. + I b. = 0 L>'" i = 1, ... ,~. undJ.urln n1+n2=n ln1n2
n = .2, ...,2k folgt . Ein Polynom g aus R1X Im' € JwJ. ml
liegt demnach genau dann im Kern von T, wenn es in der
Form
g =
1 2k
L Li=1 n=2
na. X +
].n m.
l
1,
Ii=1
darstellbar ist und die Relationen
a.
].n
+ = 0 ( n = 2, ... , 2k)
erfüllt sind. Dann folgt:
g = 1L {
i=1
2k
Ln=2
( -
=
=
1 1, ... ,k
I Ii=1 n1,n2
n
X 2) +m.
l
=
=
1
.Il=1
n -1 n -1
X )(X 2 + ••• +X 2m. w m.
l l
)
=
1 1, ... ,k
.I
1
(Xm, X w - x~.) Il= l l n 11l' 2
n1-1 n2-1 n?-1
b . X - (X + .•• +X ~ ) + gQ •ln1J12 mi w mi
Hieraus ergibt sich: Notwendig dafür, daß g im Kern von T
liegt, ist die Bedingung, daß g in dem von den Polynomen
x X 1 undm m
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x X '- X2 erzeugten Ideal Q liegt, wo m,m' E Jm w m w
und m f m' gelte Umgekehrt erkennt man wegen der Beziehungen
(2.3) (iii) - (iv) sofort, daß jedes Polynom aus diesem
Ideal Qw auch ein Element des Kernes von T ist, so
daß Kern(T) = Q
w
gilt. Da man sofort sieh~ _daß Tauch
surjektiv ist, folgt unmittelbar nach dem Homomorphiesatz,
daß die Algebren und P isomorph sind.
Es ergibt sich folgendes kommutative Diagramm:
Die Algebra R [X ,I m 1 E cI ] /Q werde wiederum mit B bezeichnet.m w w
Die kanonische Abbildung von RrX Im' E J "l-'--->B sei
c, m f w'
\'Jiederum T . Der konstruierte Isomorphismus B,------->P
"Iv
sei T .Es 'ind'uziertT eine bijektive Abbildung :]1*
der Menge der reellen Homomorphismen auf P in die Menge der
reellen Homomorphismen auf B vermöge T~(h)(g) = h0T(g), wobei
h ein reeller Homomorphismu$ auf P und g ein Element aus
B seien. Man erkennt nun unmittelbar, daß die reellen Homomor-
phismen auf B, fiie
"-
auf den Klassen T(X ,)m wo m' aus ...T w
sei, stets Werte zwischen 0 und 1 annehmen, in bijektiver
Beziehung zu den Homomorphismen aus H(P) stehen. Man defi-
niere:
H(B) = TreH(p)) - {hl h reeller Hdmomorphismus, mEJ impli-
ziert- O~h(T(Xm))~ 1 } .
Nach den vorangegangenen Betrachtungen entsprechen sich H(B)
und S bijektiv und zwar so , daß für haus H(B) und g
aus B gilt:
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Hieraus folgt: H (B) ist - mit der von B induzierten To-s
pologie versehen - hom60morph zu einem Sternraum S
Dieses Ergebnis werde als Satz formuliert:
2.5.1) Satz: Sei J e1ne nicht leere Indexmenge. Ein topologi-
scher Raum X ist g<::naudann hom60morp.h zu dem zur Index-
me1]ge J geh6renden ßternraum S (J) wenn er hom60rnorph zu
endlich ) beziehu1]gswei~~( J
H (B) ist wobei B eine Algebra vorn Typs ----.---
B = R[xrhlm E
B = R[X tim Tm
Sei Sein Sternraum und B wieder zu S konstru-
iert. Versieht man nun B mit der von der Evaluation
w:BxHs(B) ----:R induzierten stetigen Konvergenz und be-
zeichnet man die so erhaltene Limesalgebra mit B , so sindc
Bc und P- c bistetig isomorph. Da nun C (S)c Gelfanddarstel-
lung von pc und somit von Bc ist, kann man aufgrund der
universellen Eigenschaften der Gelfanddarstellung als Folgerung
zu (2.5.1) formulieren:
2.5.2) Korollar: Ein c-einbettbarer Limesraum X ist genau
dann ein Sternraum, wenn seine Algebra stetiger Funktionen C (X)c '
Gelfanddarstellung einer Algebra vom Typ Bc ist .
2.6) Bemerkung: Bei dieser Charakterisierung eines Sternraumes
wurde der Versuch unternommen, diesen Raum durch eine "minimalet!
Unteralgebra der AJ:gebra aller stetigen Funktionen zu charak-
terisieren. Aufgrund der Struktur des Sternraumes liegt dabei
die Verwendung von Funktionen nahe, die ?olynomcharakter besit-
zen. Zur Beschreibung der Punkte des Sternraumes allein würden
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die Punktionen Pm ' wo m aus J ist , genügen. Diese Punk-
tionen induzieren aber im Palle eines unendlichen Sternraumes
nicht die Topologie des Sternraumes sondern eine gröbere Ini-
tialtopologi~, .mit der der Sternraum S ein kompakter Haus-
dorffraum wird.Aus diesem Grunde wird im Palle des unendlichen
Sternra~mes die Punktion p hinzugenommen) die insbesondere
w
auch die Symmetrie des Sternraumes beschreibt, damit man so
ein topologieerzeugendes System von Punktionen für die metri-
sehe Topologie erhält.
Man kann nun das n-fache rrensorprodukt ~1B der
-1
Algebra B bilden. Es werde mit B bezeichnet. B ist inn n
natürlicher Weise e~Lne kommutative R-Algebra mit Einselement,
wenn man die Multiplikation wie folgt definiert:
Das Einselement ist der Tensor 16 ...01 . Für jede natürliche
Zahl n erhält man eine Einbettung
definiert durch
j :B---->Bn,n+1 n n+1
jn,n+l(I.
l
f(i)~ ~f(i),-1 'O ••• I:Y ) -n .
Die Algebren B mit den Einbettungen J bilden einn n,n+1
induktives System, wenn man die Einbettungen jn,n+k durch
j k = j ( 1- 1) (...oj - definiert . Der induktiven,n+ n+{- ,n+k n,n+1
Limes dieses Systems werde mit B bezeichnet. B ist eine
kommutative Algebra mit Eins, deren Elemente wir ln der Form
(n.s N)
l
darstellen,
I f~i)@ ...0f(i)(7.)10...01e ...i=l.L ni
wobei die einzelnen Summanden formal Tensoren mit
abzählbar vielen Paktoren sind, von denen fast alle gleich
1 sind.
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Für natürliche Zahlen n und n' mit n' .::;.n kann man
Einbettungen j 'B ---->B, nl' definieren durch
jn,(g):= 10 ...010g010 ...01
n ,....--..,.A,--,
(ni-i)-mal
j (g):= 10 ...010g0L ..
n' .;_.1 .....-----........
(rl-1)-mal
Man kann ferner für n ~ n' Projektionen
definieren durch
TInn'( ~ fii)@, ..0f~i» =
, i=l
TI I:B---->Bn,n n
k
Ii=1
Analog definiert man
Relationen:
TI ,:B --->B
n Es gelten die folgenden
,n ,
TI (;) J = ld
n,n' n' B
Hieraus folgt, daß die
TI n,e j n 1 = idB
j~1 , jn' injektiv und die TI TIn,n' , n'
surjektiv sind. Da
A
1 und die T(X) , wo mE J bzw.m
eln minimales Erzeugendensystem der Algebra B bilden, erhält
man durch die Tensoren der Form gj~ ...0g beziehungsweise. n
~gk ' wobei fast alle gk gleich :1 und die übrigen von
der Form
A
T(X )m sind, ein minimales Erzeugendensystem der
Algebra B beziehungsweise der Algebran ~ . Dieses Erzeugenden-
system werde mit
Man definiere nun
E(B )n
H(B )
n
beziehungsweise E(~) bezeichnet.
als die Mengen aller reellwertigen
Algebrenhomoffiorphismen , die auf E(B )
n Werte zwischen o
und 1 annehmen, Analog definiere man H(~) Aus den Defini--
tionen der Abbildungen TI
nl
erkennt
man sofort, daß sie surjektive Abbildungen
(J,n, ):t: :H(B) --->H(B)
n n
>!: -
(j 1) :H(B)
n
-->H(B)
beziehungsweise injektive Abbildungen
..'
(TInn' >'" : H (B), --->H(B )n
,j
(TIn Ir: H(B) --->H(~)
r -
- 27 -
induzieren, die ßen Bedingungen
( .n )J!: ( )~' •J~, 0 TI I = ldH(B)
1,. n,n
genügen. Diese Abbildungen induzieren wiederum Abbildungen
--->~ H(B)
1
> ~H(B)
1
RH(B)
1
----->H(B )
n
~
TI '1' : ~H(B) ---,->H(B)
1
definiert durch
i~(h~, ....h )( ~ f1(i)0...@f(i»n ~ . n t n
, ,
=
rt-(h) : = (j~,(h»
(i) (i)
I h1 ( 1'1 ) ... h (f )i n n
= I
i
00
TI
n=1
h (f(i»
n n respektive
Man beachte hierbei, daß iK wohldefiniert ist, da in dem
Ausdruck fast alle -",(i).L n gleich 1 und somit in
dem Produkt TI h (f(i» fast alle Faktoren gleich 1n nn=1
sind.Folgende Beziehungen lassen sich leicht verifiziern:
-:t: -;' .l, = idH(B ) .. ;~ - ~ idTInf'Jn J "'TI = QH(B)n nn 1
;1,}'* = idH(B)
":"t., - ,\> idJ c TI = ~H(B)
1
Das bedeutet: Die Mengen H(Bn) und QH(B) beziehungsweise1
und ~H(B) sind in der ,Kategorie der Mengen isomorph.
1
Man erkennt nun ferner, daß die Erzeugertdensysteme E(B )n
vermöge auf QH(B) beziehungsweise E(B)
auf ~H(B)
1
die Produkttop6logie induzieren. Folglich
erhält man:
2.V.1) Satz: Ein topologischer Raum X ist genau dann_2J.0möo-
morph zu einem endlichen Cabzählbaren) Produkt eines Stern---------
_raumes, wenn er homöomor].)hzu einem Raum vom ~,1"."pH (B )
• .1 S n
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C bZVJ. H (f3) ), ist.s
Sei nun S der zur Algebra B gehörige Sternraum. FUr
jede natUrliche Zahl n bilde man Sn und definiere
n n'lTk:S --->S als die k-teProjektion,wo 1:Sk:sn gelte.
--->SAnalog definiere man die
Dann läßt sich die zu B
n
Form
Nk-te Projektion 'lTk:S
n
isomorphe Algebra 9P
1
in der,
p
n
n= @P =
1
{ \ Ci) n Ci) n)L (f1 c-'rT,,) ••• (f G'ITi 1 n n f
Ci)
k E p }
darstellen. Analog ist die zu B isomorphe Algebra
P : = ind
n E. N
p
n darstellbar in der Form
p = { ? (f~6'IT1)...Cf~~\)l1nl) fl~i) E P, n'E N }
l
Diese Algebren sind topologieinduzierende Algebren stetiger,
beschränkter Funktionen auf Sn beziehungsweise SN.
Versieht man B beziehungsweisen B mit der stetigen Konver-
genz, die von den Evaluationen W : B XI{ (B )n n s n --->R
sowie der Isomorphie der Algebren Bundn
induziert wird, so sind
H (B) beziehungsweises nund
--->R
H (~)s
SN und
beziehungsweise ~:~xH (~)
s
wegen der Homöomorphie von Sn
P beziehungsweisen P und B die Algebren CB) undn c
(Pn)c beziehungsweise Bc und Pc bistetig isomorph.
Man erhält mit (1.1) (1.3) somit das Analogon zu
Korollar (2.5.2)
2.7" 2) Korollar: Ein c-einbettbarer Limesraum X ist genau
dann hornöomorph zum endlichen (abzählbaren) Produkt eines
Sternraumes, wenn c (X)c Gelfanddarstellung einer Algebra
B.c ist.
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3. CharakterisieruJ~_ metrisierbarer _Rüume.
Im Folgenden sollen nun metrisierbare Räume charakterisiert
werden. Hierzu wird der in der Einleitung zitierte Satz
über metrisierbare Räume und Sternräume verwendet.Demnach ist
ein topologischer Raum X genau dann metrisierbar, wenn
es eine Algebra von dem in (2) eingeführten Typ B gibt,
so daß X homöomorph zu einem Unterraum von H (E) ist.s .
Sei H:X---)oH (E) die Einbettung für einen metrisierbarens
Raum X. Sie induziert einen stetigen Algebrenhomomorphism~s
'j( -H"':C (H (B)) -->C (X)c S c
Andererseits sei d1:Bc' >Cc(Hs(E)) die Gelfanddarstel-
lung, die nach den Ergebnissen von (2) ( bistetige Isomorphie
von Bund Pc c eine homöomorphe Einbettung ist .
Durch H~ld1 wird die Algebra B auf eine topologieindu-
zierende Unteralgebra;\Ä beschrähkte~ Fubktionen in C (X) abge-c
bildet.A.ist nach dem schon zitierten Ergebnis von W. Feldman
eine dichteUnteralgebra von C (X) . Nach (1.3) besitztc
A c die Algebra C (X)c als Gelfanddarstellung.
Sei nun umgekehrt G:B c -->C (X)C x topologisch)
ein stetiger Algebrenhomomorphismus. Dann existiert wegen der
universellen Eigenschaft der Gelfanddarstellung ein stetiger
Algebrenhomomorphismus (G')*:C (H (B)) -->C (X)
c s c
derart, daß das folgende Diagramm kommutiert:
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Es werde nun angenommen? daß A die ToPOlogie von X indu-
ziere, so daß nach (1.3) Cc(X) die Gelfanddarstellung
von Ac ist. Da die Gelfandabbildung d2:Ac--->Cc(X) mit
der Einbettung identisch ist, erhält man das folgende kommu-
tative Diagramm:
B
IC
G I
~
A c
-----,>C (HCE))
c rS
I
1
-----,->C (X)c
Die Anwendung des Funktors
tative Diagramm:
id
Hornc ergibt das folgende kommu-
X = Horn Ac c
id
H (E)s
l'
G'
------>H (E)s
Ir--
fi G'
I
_._-> X
Nun ist A c eine Unteralgebra beschränkter Funktionen von
Cc(X), die zudem die Topologie von X erzeugt, also nach dem
Ergebnis von W. Feldman eine dichte Unteralgebra von C (X ~c j
Da A das Bild von Bunter
tativität des ersten Diagramms
G ist, muß aufgrund der Kommu-
(G,)'t:(C(H (E))) die Algebrac s
A umfassen und fblglich auch dicht in C (X) sein. Hierausc
folgt, daß (G')* ein Epimorphismus ist. Das wiederum impli-
ziert~ daß G' ein Monomorphismus ist. Da andererseits
die Algebra A die Topologie von V"I. induziert, folgt,
daß G' ein Homöomorphismus in Hn(E) ist. Das ergibt den
'J
folgenden Satz:
3.1) Satz: Ein topologischer Raum V"I. ist genau dann metrisier-
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bar, wenn es eine Algebra vom Typ B und einen stetigen- .----------- ...--.-- ..------- c
G:B c ---;"C~(X).~ derart gibt,
daß die Algebra G(E) die.Topologie von X erzeugt.
Bemerkung: Wenn X metrisch ist, so ist G(E) C c (X)c dicht.
3.2) Bemerkung: Es werde an die in (2.4) gegeb~ne Definition
des kompakten Hausdorffraumes SI erinnert. Da der Sternraum
S ein dichter Unterraum von S' ist, ist auch SN ein dich-
ter Unterraum des kompakten Raumes (SI)N. Zu jedem metri-
sierbaren Raum X gibt es einen Sternraum S derart, daß
X
X
. N . ..homöomorph zu elnem Unterraum von S 1st. Folgllch 1St
auch homöomorph zu einem Unterr~um von (SI)N. Die Ein-
bettung X >(SI)N gestattet nun eine Kompaktifizierung
~X von X , indem man die abgeschlossene Hülle des Bildes
von X In (S,)N bildet. Diese Kompaktifizierung verläuft
analog der Kornpaktifizierungeines separablen, rnetrisier-
baren Raumes,wenn man ihn nach dem Urysohnschen Metrisations-
theOrem in NI einbettet und dort abschließt.
Die separablen, metrisierbaren Räume können wie folgt
charakterisiert werden:
3.3) Satz: Für einen topologischen Raum X . d d' ~ 1 ~_____________ --"-_--=::=--_______ S1n1e .LO genaen
Aussagen äquivalent:
(1) X ist ein separabler metrisierbarer Raum ..------- .. , _._-_._---------
(2) Es exi~tieren eine Algebra vom Typ Bc und ein stetiger
Algebrenhomomorphismus G:E ---->C (X) , so daß das. c c --------
Erzeu~endensystem E(E) abzählbar ist und a(E) die
Topologie von X induziert.
(3) Es existieren ein~ Algebra (B1) und ~ t' Al b______ . . . ~___ c"" eln sve I.ger ge ren-
homomorphismus G: (E~) ---->C (X)1 C C derart, daß die
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B von der Eins und nur einem weiteren Element1 --------------------.--.---
erzeugt wird und G(~1)
ziert.
x indu-
(4) Es existieren eine Algebra vom Typ B so daß die ste-c' -----------
normierbar ist, und ein ste-
tiger Algebrenhomomorphi~~us G: ~ _._--,." G (X)c c derart '_
daß G(E) die T012.0logie von X induziert.
Beweis: (1)=-> (2) : Zu X existiert ein Sterraum S = S(J)
derart,daß X als ein Unterraum von SN aufgefaßt werden
kann.Da X separabel ist, existiert eine dichte, abzähl-
bare rreilmenge. { x I n E N} in X . F'ür jede natürlichen
Zahl k sei N >S die k-te Projektion, 'DefiniereTI .nk,0
nun die Indexteilmenge Je: von J wie folgt:
jQ: = { mim E J, es existieren k,n E N , so daß TIk(x ) EI}n m
Es ist sofort ersichtlich, daß JD eine abzä~lbare Teilmenge
von J ist. Sei $0 der von JO definierte Sternteilraum
von S. SO ist ein abgeschlossener Unterraum von S.
Hieraus folgt, daß (SCl)N ein abgeschlossener Unter'raum
ist. Man erkennt ferner aus der Definition von
von
daß
Abschluß in
{x I n E N}n
enthält. Wegen
und folglich auch deren
folgt
dann aber, daß X in liegt . Die zu dem Sternraum
gehörige Polynomalgebra P besitzt dann aber nach ihrer Defini-
tion ein abzählbares Erzeugendensystem. Demnach ist das Er-
zeugendensystem E(B) der zu P isomorphen Algebra B eben-
fall~ abzählbar. Nach Konstruktion der Algebra B folgt,
daß dann auch E(B) abzählbar sein mU.ß. Es gilt dann
H (13) '\; (S~N Sei >C ((:f)N) die- . d:B Gelfanddar-s c c
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stellung und (~I)t: Cc (Uf)N) --. --->
abbildung. Dann ist G: = (GJ)~:d:E
C
C (X) die Restriktions-c
--->C (X) ein stetigerc
Algebrenhomomorphismus und G(E) induziert die Topologie
von X .
(2)=>U) : Da die Algebra G(E) die 'ropologie von X indu-
ziert, induziert auch schon das höchstens abztihlbare Erzeu-
gendensystem G(E(E)) die Topologie von X . Sei
G(E(E)) = {f I n E: N}. Man betrachte das Gelfanddiagr~mmn
d
Nach Definition des Erzeugendensystems . E(E) gilt für g
aus E(B) und für
Hieraus folgt für
h
x
aus
aus
H (E) stetss '
X: G(g)(x) =
d(g)(h) = h(g)s I
(Gl)~'(d(g))(x) =
= d(g)(Gl(x)) EI. Das bedeutet, daß alle Funktionen fn
aus G(E(B)) ihre Werte in I
elne Abbildung T:X -----> IN
annehmen. Man definiere nun
durch T (x J : = (f (x))n
wo x aus X sei. Trivialerweise ist T stetig. Da an-
dererseits die Familie {f I n E: N} die Topologie von Xn
induziert, ist T elne Einbettung von X in IN
Als.o kann- X. als ein Unterraum von IN aufgefaßt werden.
Sei nun B1 die zum Sternraum I gehörende Algebra.
Sie wird von der Eins und dem Element Xl erzeugt .
Die Algebra NI . Konstruiert man
nun den stetigen Algebrenhomomorphismus G:(B1)c ---->Cc(X)
wie im Schluß (1)=>(2) , so wird von G(E) die Topologie
von X erzeugt.
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(3)=>(4): Man betrachte nun dle Algebra (~l)C . Es ist
HS(~l) = IN ein kompakter Hausdorffraum. Folglich ist die
von HS(~l) auf Bi induzierte stetige Konvergenz die
gleichmäßige Konvergenz auf Hs(~l) . Also ist (~i)c normier-
bar. Die Aussagen in (4) sind somit erfüllt.
(4 )=> (1): Sei Bc normierbar. Die Vervollständigung A
von B bezüglich der Norm ist dann eine Banachalgebra. Dac
Bc dicht in A ist, gilt Horn A = Horn 13c Da A eine
Banachalgebra ist, ist Horn A ein kompakter Hausdorffraum.s
Die Einbettung B ---->Ac definiert eine stetige, bijektive
Abbildung Horn A = Horn As c ----->Hom B . Nach (1.3)c c
und dem im Beweis von (1.3) auftretenden Diagramm ist
9
Hom B = Hom B = H (13) . Also ist Hs(B) ein kompakterc c s c s
Hausdorffraum. Da die Algebra
beschreibt7 folgt,eines Sternraumes S durch
Bc
H (~)s
das abzählbare Produkt
'\; c<N
= 0,
daß SN kompakt sein muß. Dies wiederum impliziert, daß
auch der Sternraum S kompakt sein muß. Nach den Betrachtungen
in Abschnitt 2 über Sternräume folgt, daß S nur endlich
viele Strahlen besitzt, woraus folgt, daß die Algebra B,
die S beschreibt, ein endliches Erzeugendensystem E(B)
besitzt. Nach Konstruktion von B ist dann aber E(~)
abzählbar. Nach Voraussetzung induziert G(~) und folglich
auch G(E(B» die Topologie von X . Sei wiederum
G(E(~» = {f I n E N } . Definiere wiederumn T:X
durch T(x) : = (fn(x», wo x aus X sei. Die Abbildung
T ist stetig. Da die Familie G(E(B» aber aU.chdie. Topo-
logie von X induziert, ist Tein Hom6omorphismus von X
in
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N nNR . Da jeder Unterraum von h separabel und metrisier-
bar ist, folgt, daß X separabel und metrisierbar ist.
Bemerkungen: (a) Bei genauerer Betrachtung der hier durch-
geführten Schlußweisen erkennt man sofort, d~ß gleichzeitig
aus dem hier verwendeten allgemeinen Metrisationssatz das
Urysohnsche Metrisationstheorem hergeleitet wurde.
(b) Die zweite Aussage von (3.3) besagt insbesondere,
daß für einen separablen,metrischen Haum X die Algebra
C (X) separabel ist. Dieses Ergebnis wurde in anderem Zu-c
sammenahng mit Untersuchungen über das zweite Abzählbarkeits-
axiom für C (X)c ' von W. Feldman gefunden.
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